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XXIX. 
SULLE VARIABILI COMPLESSE NEGLI IPERSPAZÎ 


« Rend. Acc. Lincei », ser. 4, vol. VI,, 1890,; pp. 241-252. 


1. In due Note inserite l’anno scorso nei « Rendiconti » di questa Acca- 
demia ho esposto i fondamenti di una estensione della teoria delle funzioni di 
variabili complesse negli iperspazî ©). La teoria stessa venne più ampiamente 
sviluppata pel caso degli spazi a tre dimensioni in una Memoria pubblicata 
negli «Acta Mathematica » ©"*). In questa Nota mi propongo di mostrare come 
possano estendersi al caso degli iperspazî le considerazioni svolte nell’art. 3 
del 2° capitolo deila predetta Memoria, e come possa estendersi il teorema di 
CAUCHY ad un caso più generale di quello considerato nel $ 6 della seconda 
delle due Note citate. 


2. Essendo F |[S,]] una funzione di primo grado degli iperspazî S, immersi 
nell’iperspazio Sx, si ponga 
OF -* °F ; 
TR I) I 


rappresentando con I il simbolo (î,---%,+:). 

Si ponga pure 
Pi Pu TE Qili T Eig 
Êi Qu Pau gi = Dig 


Sia ora @|[S,]| una funzione di primo grado reale; poniamo 


(1) 


Ve EAN è 
BUAT 12 
e supponiamo che si abbia 
(2) ©; Dix + © Dei + Gg Diu =o0 


per tutte le possibili combinazioni degli indici I, H, K. Supponendo che una 
almeno delle D,x sia diversa da zero (per esempio Dx) è facile riconoscere 
che due sole delle @, sono fra loro indipendenti (cioè @y e ðw). 

Si formino ora le quantità 


Eiu Ök Sat Erk Õun 


Dku 


(*) In questo vol.: XXIII, pp. 403-419. 
(**) In questo vol.: XXII, pp. 363-402. 
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È facile dimostrare che esse sono indipendenti dagli indici H e K. Po- 
tremo quindi denotarle con y;. Si ricava allora 


(3) Xi Dux + Ya Dei + Xx Du = 0 
(4) è, ha Erm ctr xu } 


St è indipendente dall’indice 1. 

Se esistesse una funzione Ņ di cui le y, fossero le derivate, in tal caso 
la funzione ọ + #4, secondo una denominazione introdotta nelle note prece- 
dentemente citate, si chiamerebbe isogeza alla F ®©. 


Può pure dedursi che il rapporto 


3. Se eseguiamo un cambiamento di variabili ed in luogo delle 
X,1,%2'‘*‘Xn ne sostituiamo altre x,,.---Xx, le relazioni (2), (3) e (4) 


restano invariate, come pure resta invariato il rapporto Gra e la quan- 
tità © 
© 1 | Pro] (Pure dra)? + (que — ge UU 
(5) ago cole ae e di Ponte” 
HK | XH 3 XK 19 


Em OK ÕL “ATA Eir Õu ÕL -- Erk Õu Ök wa Ern Ök I 


ERN Dir Duk 


la quale è indipendente dagli indici H e K. 


Sia @'|[S,]| una funzione reale di primo grado e ammettiamo che essa 
pure soddisfi l'equazione 


© Dar + Õrn Der + Ör Dia = O i 


~it . d y 
rappresentando con ğı la derivata L 


d(x1) 
Denotiamo con y, la quantità analoga alla y: rispetto alla nuova fun- 
zione q'. i 
Posto 
1 (õn; Ör t a 
OE H= ptl ix paas y A SUCRE 
Exx Gai — Dor (Gn Sit Ar äl) Em dr dl 
sie dere» 4 
Dix 


si vede facilmente che esso è indipendente dagli indici H e K e che 


Hop PO Hgg. 
Abbiamo ora 


(7) Ost y = Oet THe + Op 


Si ha dunque che anche la Hyy resta invariata cambiando le variabili 
X,°**Xn nelle X,---X,. 


(1) « Rend. Acc. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 162 [in questo vol.: XXIII, p. 407]. 
(2) Ibid., p. 164 [in questo vol.: p. 409]. 
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4. Nell’iperspazio totale S, a x dimensioni consideriamone uno Sm 
ad m dimensioni, essendo 


n2=>m2=r+2, 
ottenuto ponendo 


Xm+x = COSÌ., ° * ° Xy = COSt. 


I punti dell’iperspazio Sm saranno individuati dai valori di x, , x. -£m 
e le funzioni F , ọ , g° potranno considerarsi come funzioni di primo grado 
degli iperspazî S, immersi entro Sm. 
Si ponga 
L= (heel, L= (lpp a * lm) 
(lie oe lm) =E (1I, 2+ em). 


Nei paragrafi seguenti fino al § 12 noi ammetteremo che i gruppi di 
indici che si denotano con I, H, K--- siano costituiti da indici non supe- 
riori ad 7. 

Vogliamo dimostrare che è possibile determinare le funzioni ® |[Sm-,--.]|, 
“EA [Sm—,-2]| in modo tale che sia 


(8) O = XD + ZE 


LI pi 7) LI i 7) A 


Avremo infatti che le (2) resulteranno verificate, perchè dalla formula 
precedente segue 


O Dai + Õu Da Hr x D H 
d® 
a 32 dal Dix + Din Dx; + Dix Din) 


cà LZ, E 7) (Eu Dux JF Ern Da St Eik Di = 0. 


Basterà dunque che si a gra (supponendo Dux Z O) 


F 
| P XI 2 re ') + X Ea Ta 7) 
(9) 


| Og = XD +2, E 


ata LK Da ') 


per le due sole combinazioni di indici H e K perchè la (8) sia soddisfatto 
per una qualunque delle combinazioni 1. 
Si ponga ora ©) 


d® d® Pr 4 gi lyr im 

IO Freni TS insiti — I) ——_ 
( ) d (x1) d (Xl, ya: Kim) 25, ( i 90%Is 

PA dY 0) APPORTI PRATO AEGEE A 

II e = ———»+—_ €@«<€— geo NEI E a a 
(11) d (AL) d (Xl, 3° * Zim) = X, ( F IXI; 


(3) Ibid., p. 602 [in questo vol.: XXIV, pp. 422-423]. 
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nelle equazioni (9). Basterà. determinare delle funzioni P e Q che soddisfino 
le due equazioni differenziali (9) perché le (8) vengano verificate. 


5. Posto le è, sotto la forma (8), possono calcolarsi le yı. Si ottiene 


SL (Dik Ein otti Diu Eir) dð (Erk Ein TE Eru Err) dY 
Vea Z; cati sti o A da) se 2; Der d (x1) 


onde 


(12) i gle E +, D 


LI FR: ,) gio Te, 


Le formule (8) e (12) possono scriversi ancora sotto un’altra forma 
tenendo conto delle (1). Si ottiene 


ò = q: Dh gey — dp 
+a Zog + LT 
= DAT TAi Ia 
—9 ZA dt) — di Wta i 
Queste equazioni sono equivalenti all’altra 
(13) D — ia = (Pa — ig) E (Aa + ig) TT. 


Poste le (8) sotto questa forma, è facile dimostrare che esse sono soddi- 
sfatte sempre dalle stesse funzioni ® e ¥ anche se si cangiano le variabili 
d (Xx %2° * Xm) 2A 
d (Fi, fa- Em) 

Infatti se denotiamo le derivate rispetto alle nuove variabili cogli stessi 
simboli usati precedentemente, solo ponendo sopra di essi una linea oriz- 
zontale, abbiamo (§ 3) 


Xx ta * «Xm nelle za <X» in modo che 


OM Or iYi 


dii Catig 


e 
e segni | 
Rn 
onde 
@i— ix) = Mt. 
6. Si ponga, in modo = alla (8), 
(14) = Ly Du cha y HE Eu sa 
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e passiamo a calcolare il parametro differenziale 


Hgy 
mediante 
CE lauet gi a a 
Avremo 
I Õun , Ök 
Her = Dalig 
d® dE ; d® VA à 
PERI, Dura) T A E Zay , Dura T X En Za 
Duk Ù , 
Xu , Xx 
tI dö al Ecm Le dY Biom 
44 d(x1') Dux d(x) Dur 
onde 
d® —, dE cca 
(15) Hy = > B Tan E t Tay ® 
e in modo perfettamente analogo 
d®' da O 
(16) Hog = — È 7agttizag® 


Dalle formule precedenti segue laltra 
(17) o =— E +e. 
7. Le due relazioni (15) e (16) dànno luogo alla seguente 
(18) su Tot fa d= nti 
Si consideri ora 
Moy = E 7 ar + ay. 


A cagione della (14) potremo scrivere 


dð db dl dr 
Mep dd Da (75 dar) © dx) Ta) 


2p P A d¥ d®' 
+ En on da) da) SRI 
Scambiando ọ con g' si ottiene 
d®' d® dF’ dF 
Ma #9 | Pi Re #33) 
co’ dY dY’ d® 
be FA dar) d(x) Jeah 


onde 
Moy = —Myg 
vale a dire 
dD.i-gi ia aE dU a dYy' 
19). pe ia SIT RI A A G 
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relazione analoga alla (18). Combinando insieme le equazioni (18) e (19) 
si trova 


; ro è d(1'+1iD' Pr . „n [d (E —iD 
(20) Hyy + Myg = 2 (Lt î1)( CA L) = 26 — h) TE) a 


Quest'ultima equazione poteva ottenersi anche direttamente dalla (13) e dalla 
analoga relativa alla funzione ¢’. 


8. Teniamo ora conto delle relazioni (10) e (11) e delle analoghe 


o tä e Nar” 5 (— Ir Pia: 
d(x) Ca PAETAE > Alm) Eek ig AAR 1 
ud dY' 5 e IONI P A EY A 
ea enne 
(xL') (27, +2 Im) rt2 € ls 


nell eseguire gli intègrali 


FlggidSu Il ©dS,» |, f EENET ET A 
i s, g 


Sm - m m 


essendo S, un iperspazio ad 72 dimensioni immerso entro S,. Si ottiene in 
tal modo 


(21) J How dSm 
(e ? 
=z Porta ( TCA AR REET 08 vi) dSn- 
Sm—r 
î r+2 
~fa Qi, 4 3° îm (* (i I) I SRI a Gpr agg a vr) dSn 
Sm—r 


r+2 p Metri itet ipa \ , 
a TA PA S ee T Li 


r+2 
=fx Pierii 3. G di a en ist" iha cos vr) 


Sm—i 
à rta 
zS Z; Qi 3° im (3. (= 1) Dicci rta So v,)dSn =, 
è I 
Sgt 


r+2 opal A E, 
x. pi 5 I —x.te-hrt eta TN, 
i Í z aral ni È I) dx; Sm 
Smi 


3I 
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essendo S,,; il contorno di Sp e v la normale a Sm_; diretta verso l’esterno 


La formula precedente è analoga alla nota formula di GREEN. Abbiamo 


di:Sg 
inoltre 
(22) 
|a Pi} 4, 
Sui i 
ME 
Sii 
+ fa Figi 


Finalmente può 


(23) 


S 


NE Eiry t Piana 


. 
' 


S 


MT 


Hif E Orpen P 


Sm 


y fz (Qi gin i Pigain) | 


s' 


Sii (È, (== Ft: 


r+2 
y ($; (=j E: 


fo dS 


Sm 


ts — ir sr 


nA «7, î DEE? 
AS. (i pi VOTI A 

criversi la formula 

| Hew +iMgg)d Sn 

Sm 
r+2 
D. (— 1) (õi. stiro tra TI TRS RR S cos v,)dSx- 

re Ly Pa Pir ops Î5+ ee ipy 
AD £i uu eas, 


r+2 


2. (— ë; 


Is — 1r s+ 


1° s—i tsr rte 


.. Î,42 cos v,) Sx. 


«La 008 vt) Sn, 


~ti T Pe Dea cos va, dS 


. 4 rta È 
p È isa tre Fa ’ 
sa i Tu, sol (È. nE n = esa 
Sm 
9. musi ps 
gr “i iLE î +1° | Rip E; aipa î +r Ey “rpa 
(24) Z. (— W rai = soa; (— as: s tana vitata 


allora (vedi $ 2) le tre funzioni @ + id, ọ'+ id’, F saranno isogene ed in 
ciascuna delle precedenti formule verranno a mancare gli ultimi termini. 


10. Passiamo a dare una applicazione alla formula (22). Supponiamo 
in essa m = 7 + 2 e verificate le prime fra le equazioni (24). In tal caso 
esisterà una sola P ed una sola Q che scriveremo senza alcun indice. 
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Denotiamo con 
pie gi OR 3 ‘0,41) p 9009 Apa Sa OF : ‘@,4-1) 


le equazioni dell’iperspazio Sm—: e supponiamo scelte’ queste equazioni (il 
che sarà sempre possibile) in modo che 


= I, 


d (x1: «-As-1%s41** *Xr+2) 2 
Beo _—_—____ tr _ 0 


di ‘ao 'e.è e 0 e 0.0 6 è Wr+2) 
Avremo 
d (x; ti Xi +. ) 
pa +1 trt+2 
RO RUM ge S E gp Si dr Mi ri Do AM 
$! ( ) d (@: a a ap ®r+1) 
onde 
s $ A . ; pra 
PIA (— I) Wi cis i fetr iyt} 2 cos VAI; Sr AdS, 
2 bea 
dy 
API RETI 3 . ; es cena a 
A ( I) Mita tspr tto cos VAI, vu ds; 


La (22) diverrà quindi 


Ciò premesso consideriamo due funzioni g'+ sy’, 9” + 74” isogene 
alla F le quali siano eguali fra loro per tutti gli iperspazî chiusi S} conte- 
nuti in S,,—,. Posto 


Q— g = (o) 1 dh y— 4 ; 


i d di 
avremo, sopra Sm—:, SEA AI = _ = 0, onde 
EE m—i 
[O dSn = 0 
Ste 


da cui segue che 
PH i'= 9"+ iy 
in tutti gli iperspazî Sm aventi per contorno Sm_:. 
II. Si supponga m = n. Mediante le (10) e (11) potremo ottenere le @y e 
Ya espresse per mezzo delle P e delle Q e quindi potremo avere la ® espressa 


pure per le P e Q stesse. In modo analogo potremo ottenere la H in funzione 
delle P,Q , P’, Q'. Rappresenteremo le dette funzioni in questo caso con 


Gn (Ph Qa  xa(P,0), ©(P,Q0) , H(P,0,P,0). 
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È evidente che lasciando affatto arbitrarie le funzione P e Q le è, Yu 
non soddisfano alle condizioni di integrabilità 


rta it it ee ipy 

(25) Fn tir tro 
rt2 "i Î54 eei,4 

(26) $ e y ehn o 


però le relazioni (2), (3) e (4) fra di loro sussisteranno sempre, come pure 
saranno verificate le equazioni 


Xu (P , Q) = õu Q , — P) 
H (P,Q,P,0Q)=H(P,9,P,09) 
(27). O(P 4 P,O.t*Q)=@ (PO) +2HP;0,P,0)+©(P +9) 


Oltre a ciò 0 sarà sempre positiva. 
Le Pe Q sono in numero di 


2An-,-2= 2 nrto. 


Ogni qual volta esse soddisferanno le 27,4, equazioni (25) e (26), avremo 
verificate le condizioni di integrabilità ed esisterà quindi corrispondentemente 
alle P e Q stesse una funzione 9 + #ù isogena alla F. 

Denotiamo con T, (P, Q) il primo membro della (25) in cui T = ñ, + 7-42. 
Il primo membro della (26) sarà Tr (Q, — P). Ciò premesso dalla (27) segue 


foe+ P,Q +0) dS, = [O (P , Q) dS, + 2 [H (P,Q, P,Q) dS, 
S, Sn A 


+ fo (P', Q)4S,. 
Sn 


Se supponiamo P’ e Q’ nulli al contorno S,-; di Sx, mediante una inte- 
grazione per parti, come abbiamo eseguito nel $ 8, otterremo 


[+ P’, Q +Q) dS, = fO (P , Q) dS, + fO (P, Q) 4S, 
| f 


n n n 


+f {Pi L: (Q, — P) — Qr T: (P , Q) }dSn. 


Questa formula conduce alla conseguenza che © (P , Q), per dati valori 
delle P e Q al contorno, sarà minimo quando saranno soddisfatte le equazioni 


(28) Fr(Q— Philon opos Te (RQ) = ©. 


Le funzioni isogene ad una data possono quindi, come le ordinarie fun- 
zioni di una variabile complessa, farsi corrispondere ad un problema di minimo. 
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È facile provare che dati i valori delle P e Q al contorno, se esse 
soddisfano le equazioni (28) le @y e Yn restano determinate. Infatti mediante 
le solite integrazioni per parti si proverebbe che, se le P’ e Q’ e le P” e Q” 
soddisfacessero alle dette condizioni e fossero rispettivamente eguali fra 
loro al contorno, posto le P'— P”= P” e le Q'— Q”"= O”, si avrebbe 


f 0 (P”,0”)dS,=0 


n 


e quindi © = o; relazione che non può essere soddisfatta se ©, e yy non 
fossero nulle (vedi formula (5)). 


12. Se supponiamo soddisfatte le condizioni (24), esisteranno le fun- 
zioni 9 + id , 9 + ‘W' isogene alla F e la equazione (20) potrà esser scritta 


dlọ + ip) d(1'+iD) d(p'—-iv) d(F— ið) 
(29) > di) FI I = d (11) dx) 


e la (23) diverrà 


r+2 


(30) [Zi (Cir t Pigi) D di uri c0s vi; dSn zi 
Sm—i 
pr CANE. DREI bai. "> ITA dg — iy) giL 
-f (RARA Dre I) Lp RO I TT aa Vti, TS mr» 
Sm—1 


Ammettendo p+ i o, ọ + ip = F le precedenti equazioni diven- 
gono 
dF d(¥'+ ið) 


da) LA) ato 

Lo dF 
f D Qi pit Pi E ag Ly p 0 
Bay 


La formula che ora abbiamo trovato corrisponde ad una estensione 
del teorema di CAUCHY di cui ci occuperemo nel paragrafo seguente. 


13. Si abbiano le due funzioni di iperspazî 


F|[S]] © #|[Sn-.—il| 


di primo grado tali che 


rti A 
dF T PE E E a +1 
E I TO al. SEN (ER ia TWJe i 
d (xi ‘ir +1) ag \ y Xis ° 
so: ( n a'''fs-1Î5+1000îm 
n a dd NESS PERI ham E CSN E Seea 
(4 ir+a° Lim) rta” dis 
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Posto 
èF Ù 
a PESOS ses Dz Tra ean 


x OF 
rim—i d (44,4 1° 3 a R I y 


avremo evidentemente 


; SM By ca” Ri 
VOAN irtir ispr im A əF _ 1) Phry t—r”t+ı m 
9} AE Pen —__=U Jee FaN: ) E 


"Ahy a) r+2 


ar 8F 25 
z2 A O (Lh, Ehrh) 0 (44,497 Thm) 


x IF 55 t Vha ehe rttr rha 
AA EIPRE E E e AET” E ES 


CLET . Ehm) 


=$, (=i) n De, 


essendo 4, - Am = i,t << im 
| Da ciò segue, posto 


Siria E AFE E E ERNE marne istr" "im 
a 3 L =f; Ta nel jä $í yi CET , 


che ©: 
f=(F,5). 
Queste stesse proprietà possono esprimersi ancora in un altro modo. 


Denotiamo con Sn; un iperspazio chiuso ad m = I dimensioni con- 
tenuto in S, e che restando entro S, può ridursi ad un punto senza incon- 


trare singolarità delle funzioni F e f. Siano ai ---i,,_, i suoi coseni di dire- 
zione; avremo 3 


(31) J [Sn] = 


Sini n eF ç S E 
= f i (Ea op Biani) ii Bc 


S 


Marg 


— . OF . . 
= Ray Var ) inma Se 


Sm—i 


èssendo 4, Agli ia. 
Quindi se 


(4) Ibid., p. 293 [in questo vol: XXIII, p. 413]. 
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sarà 


k ə3F È i f 
(32) (Ray Print) Cini: im_ 3 dOm_1 


s 


S 


m— i 


IF 
si sa (ag VA) Sii E 


Sm—i 


La formula (30) può dedursi dalla precedente. 

Se supponiamo che & sia una funzione di punti, allora il teorema con- 
tenuto nella formula (32) diviene quello dato nel $ 6 della seconda Nota 
citata, come generalizzazione del teorema di CAUCHY. 

La forma (32) dà quindi una estensione del teorema di CAUCHY ad 
un caso più generale di quello già ERRATE nel teorema nella Nota sud- 
detta. 


14. Procediamo a considerare un caso in cui è applicabile il teorema 
ora trovato. Daremo perciò la seguente proposizione: 

Se F e $ contengono un divisore comune ©, il quale è una funzione di ` 
un iperspazio di ordine pari, allora si ha 


(F,F)=0. 
Infatti se à è una figagione di 1° grado di un iperspazio d’ordine pari, 
Pe ` dA 
avremo (À, à)=0, perchè la somma X; & -ei lipp ip iN cui 4,...,= PERT 


conterrà termini due a due eguali e di segno contrario quando # sarà un 
numero dispari. Applicando quindi la proprietà associativa della operazione 
di composizione delle funzioni di iperspazî ©) si otterrà il teorema enunciato. 


15. Se invece di avere una sola coppia di funzioni F e $# ne abbiamo 
si : : 4 A 
più F; e #4 alle quali corrispondono rispettivamente le vý. i nipe BE, o 


nello stesso modo che le V e $ corrispondono alle F e F: allora, posto 
J = 2, (Fz, Fa), 


avremo che la f potrà esprimersi mediante due somme di integrali analoghi 
a quelli che compariscono nella formula (31) e se sarà f == 0 avremo che 
le due somme di integrali saranno nulle. 


(5) Ibid., p. 294 [in questo vol.: XXIII, p. 414]. 
(6) Ibid., pag. 294 [in questo vol.: XXIII, p. 414]. 
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